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On etudie l’ensemble 8 des points extrkmaux du simplexe A des moyennes 
topologiquement invariantes sur un groupe G localement dknombrable A I’infini, 
et moyennable. On caractkrise 2 par la faGon dont ses Blkments peuvent s’ap- 
procher par les moyennes (non invariantes) obtenues grace aux conditions de 
Folner. On en deduit que B est d’intkrieur vide relativement A 4, et m&me qu’il 
est topologiquement si petit qu’il ne contient pas de Gs non vide de A. Lorsque 
G est abelien, on montre que d n’est pas fermk, et m&me qu’il ne contient pas de 
G8 non vide de l’espace z-. On en dbduit que 6 est topologiquement t&s irr&gulier. 
On applique ces rksultats B l’ktude des mesures invariantes sur /3N. Si I’on 
d6signe par A le simplexe des moyennes invariantes (non ntcessairement 
topologiquement invariantes), on montre que -4 est si petit relativement B -R, 
qu’il ne contient pas de Gs non vide de A?‘. Enfin on essaye d’ktudier la “position” 
de A dans -& Lorsque G = Iw, on montre qu’il existe un point de B qui n’est 
pas extrbmal dans d (et on conjecture qu’aucun point de d n’est extrkmal 
dans .4?). 
INTRODUCTION 
L’objet de ce travail est l’ktude du simplexe A? (resp.: .M) des moyennes 
invariantes (resp.: topologiquement invariantes) B gauche sur un groupe locale- 
ment compact moyennable G. 
On s’intkresse principalement h l’ensemble & des points extrkmaux de A’. 
Le paragraphe 2 est consacrk B caracteriser les Ckments de 8, lorsque G est 
ddnombrable B I’infini, par la faGon dont ils peuvent s’approximer par les 
moyennes (non invariantes) obtenues naturellement grace aux conditions de 
Folner. Ces rbultats sont utilisCs au paragraphe 3 pour montrer que d est 
distinct de .A, et m&me qu’il ne contient’ pas de G, non vide de A. Ce rCsultat 
est frappant si on le compare A ceux de [13, 141, oti i’on Ctudie une famille 
naturelle de simplexes de mesures invariantes dont I’ensemble des points 
extrtmaux est dense. Sous une hypothkse de structure sur G (hypothkse toujours 
v&ifiCe dans le cas abklien) on prouve au paragraphe 4 que d n’est pas fermC, 
et mi%me qu’il ne contient pas de G8 non vide de I’espace topologique 8. On en 
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dtiduit que d est topologiquement rb irregulier. Le paragraphe 5 est consacre 
a appliquer ces resultats B l’etude des mesures invariantes sur /3Z. 
On montre que les mesures invariantes que l’on peut fabriquer “naturelle- 
ment” ne sont jamais dans 8. Le resultat obtenu resoud un probleme de 
Jerisson [9] (voir aussi [2]). 11 est connu que si G n’est pas discret et est moyen- 
nable en tant que groupe discret l’ensemble &?\M n’est pas vide. Lorsque G 
est de plus compact ou denombrable a l’infini on montre dans l’esprit des para- 
graphes 2 et 3 que A ne contient pas de G, non vide de A%?. On conclut par une 
tentative d’ttude de la “position” de A darts A?. 
1. NOTATIONS ET RAPPELS 
Nous designerons par G un groupe localement compact et par dx une mesure 
de Haar a gauche sur G, mesure qui sera une supposee normalisee si G est 
compact. La mesure d’un ensemble mesurable A sera notee 1 A (. La fonction 
module de G sera designee par A. Nous noterons G multiplicativement, et pour 
des parties A, B de G on posera 
AB ={ab;a~A,b~B); A-l = {a-’ ; a E A). 
Soit L” = La(G) 1’ es p ace des (classes de) fonctions mesurables bornees (la 
relation d’equivalence &ant 1’CgalitC localement presque partout). On identifiera 
toujours fonctions et classes de fonctions pour la simplicite de l’expose. Pour 
a E G et f E La, on designera par fa la fonction definie par 
Soit P = P(G) 1’ ensemble des fonctions y reelles, mesurables, positives sur G, 
et telles que // 9 iI1 = JG 1 p(x)\ dx = 1. P our v E P, soit + donnee par +(x) = 
&x-l) d(x-1). On definit ainsi une involution de P. Pour 9 E P et f ELm, soit 
v * f (4 = I, f (+4 ~(4 ds. 
On a toujours 
q *f(x) = ~Gf(~-l~) q~(s-~) A(+) ds = f, f (tx) &) dt. 
Pour rp, * E P, le lecteur verifiera que v * # E P et que $5 * 1+4 = J * v. Pour 
‘p E P, f E Lw, la fonction h = y 4 f est uniformement continue B droite c’est a 
dire que YE > 0, 3V voisinage de I’unite de G; xy-1 E F’ 3 I A(x) - h( y)l < E. 
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On notera V,JG) ( ou simplement %,J I’ensemble des fonctions reelles uni- 
formement continues Ii droite et bornees sur G. 
L’ensemble M des moyennes sur L* est par definition 
M = {/J EL”‘; /A > 0, ~(1) = l}. 
On munira toujours M (et ses sous-ensembles) de la topologie induite par 
u(Lm’, Lm) pour laquelle M est compact. 
Une moyenne p est dite invariante (resp: topologiquement variante) a gauche 
sipourfELmetaEG(resp:p,EP)onap(fa) =t~(f)(resp:p(~)~f) =p(f)). 
L’ensemble des moyennes invariantes a gauche (resp. topologiquement invariantes 
a gauche) est note J? (resp. ..&‘). On a M C J? (voir [8], qui est la reference pour 
toutes les assertions sur les moyennes que nous ne prouvons pas). On dit que G 
est moyennable si d # O. On a alors .4? # O. 
11 est clair que JZ et J? sont des simplexes compacts (nous renvoyons le lecteur 
a [I] pour cette notion et les notions d’analyse fonctionnelle reliees.) 
On designera par d l’ensemble des points extremaux de .k’. 
2. CARACT~RISATION DE d 
Dans ce paragraphe, G sera suppose moyennable, denombrable a l’infini et 
non compact. Commencons par Ctablir ou rappeler quelques preliminaires 
techniques, qui seront d’usage constant jusqu’au paragraphe 5 in&s. 
D’apres le resultat fondamental de [5] ‘1 1 existe une suite croissante (U,) 
de compacts de G contenant 1’ClCment neutre, et telle que pour tout compact K 
de G on ait limnam 1 U, 1-l 1 KU,\U, 1 = 0. Nous appellerons une telle 
suite une suite moyennante. On pose vn = 1 U, 1-l xu, (ou xa designe la fonction 
caracteristique de I’ensemble A). On a vn E P. Definissons la moyenne m(n, X) par 
Ces moyennes vont jouer un role capital. 
LEMME 2A. Pour toute q~ E Lm, h support compact on a 
Dhnonstration. Soit K un compact de G contenant le support de p. On a 
$% * dx) = /Gdt4 dt) dt G I Kx-’ n K, I I U, 1-l. 
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11 en resulte que KY-~ n U, # M db que I+,, * y(x) # 0. On a alors x E 
K-lU, , ce qui montre que 
II en * P IL0 < I K I SUP{4 Yh Y E w SUP@( Yh Y E Unl I Unkl. 
SoitL un compact de G. On a ILlA(x) = /Lx/ < ILU,l pour xEU,. 
On a done 
d’oti 
I un l--l SUP{+); Xf u,) d IL 1-l I un 1-l JLU7& I 
In? sup 1 77, l-1 Sup{&); x E U,} < 1 L I-1. 
Puisque 1 L I est arbitrairement grand, G n’etant pas compact, le resultat est 
Ctabli. 
Le lemme suivant est tout ?I fait classique. 
LEMME 2B. Pour toute F E P on a lim, /I ‘p * vn - vn /II = 0. 
Dhnonstration. 11 suffit de le prouver lorsque CJJ est nulle en dehors d’un 
certain compact K. Le resultat se deduit alors sans peine de ce que 0 < 9 c ?a < 1, 
que SG v * v%(x) dx = I, que q~ * qn est nulle en dehors de KU,, et de ce que 
1 U,, 1-l I KU\U, I tend vers 0. c.q.f.d. 
Pour simplifier les ecritures, on supposera desormais, en remplagant au besoin 
la suite U, par une sous suite, que la condition suivante est verifiee. 
LEMME 2C. Pour cp E P, f EL”, n E N et z E G on a I m(n, z)(cp *f) - 
4% z)(f )I < llf IL II + * vn - P’n II1 .
Dhonstration. Le premier membre n’est autre que I I& * (p’ *f)(x) - 
C& *f(z)/. II suffit done de remarquer que l’on a /I +,, * y c f - & *f [Im < 
IIQn*P)-~nlI~llfllm =Il~*P)n-%ll1lfll . c.q.f.d. 
De ce lemme et du precedent on deduit immediatement: 
LEMME 2D. Posons M, = {m(n, y); n E N, y E G}. On a 
LEMME 2E. Pourp,n~N,p <n,pourz~Getf~L*ona 
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Dkmonstration. Ceci resulte du lemme 2C et du fait que 
Le lemme suivant est aussi essentiellement classique. 
LEMME 2F. Soit f~ L”. Alors la suite alE = Sup{m(n, x)( f ); x E G} conwerge 
wers a = Sup(~(f);~EA}. 
Dbmonstration. SipEJ,onapl(f) =~~(~,*f)~Sup(~~*f(x),x~G}= 
a,, done p(f) < limn+oo inf a, et a < limn+m inf a, . D’autre part, si b < 
lh+, SUP a, , il existe une suite nB tendant vers l’infini et une suite xlc de G 
telles que m(n k, xk)( f) 2 b. Puisque M est compact, il existe une valeur 
d’adherence p de la suite m(n K , xk), et on a p E A’ d’apres le lemme 2D, et aussi 
p(f) > b, ce qui montre que a 2 lim,,, sup a, . c.q.f.d. 
Nous allons caracteriser les elements de d par le fait qu’ils peuvent s’approcher 
par “beaucoup” d’&ments de M,, . 
TH~OR~ME 2G. Soit m E d et V un voisinage de m dans M. 
Alors la condition suivante est vb$ikee: 
V< > 0,3q, Vp 2 q; Vn > p, VK compact de G, 3x E G\K; I{ y E U,,z; m( p, y) E 
V}l 3 (1 - c) 1 U,z 1 et m(n, z) E V. 
D.4monstration. On peut supposer v ouvert. Puisqu’il contient un point de d 
et qu’un tel point possede une base de voisinages dans A formte de tranches, 
il existe une f E L” et 01 E R tels que la tranche T = {CL E M, p( f ) > a} rencontre 
Metque Tr\&C V. 
Prouvons qu’il existe un entier p,, tel que M, n T C v pour p > p, . Si ce 
n’est pas vrai il existe une suite infinie croissante p, d’entiers, et une suite xk de G 
telle que mk = m( p, , xk) E T\V. D’aprb le lemme 20 toute valeur d’adherence 
p de la suite (m,) appartient a A? n T C V, ce qui est absurde puisque V est 
ouvert et que mk E V. 
Soit p E 4 telle que 
Puisque T n JE? n’est pas vide, on a a > 01. 
D’apres le lemme 26 on a pour p < n: 
m(n, 4(f) - n-l Ilf IL G I u,z I-’ Ju z m(p3 y)(f) dr. 
n 
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Posons 
a D = Sup{m(p, y)(f); Y E G) 3 a. 
(On a done lim,,, a, = a.) On a: 
d’ou il vient 
puis 
1 x I j u,z I-1 (a, - a) d u, - ??qn, Z>(f) + r2-l llfllm 
1 x j I u,x I-1 < (a - c+‘(a, - m(n, .4(f) + n--l llfllrn)~ 
I1 existe 4 3 p,, tel que pourp > q on ait 
a, ,<u+;(a---a); p-l mm < f (a - 4 
On a done si n > p 3 q: 
1 X 1 / U,z 1-l < 4 + (a - cd)-‘(a - m(n, z)(f)). 
Soit K un compact de G. Puisque TV est topologiquement invariante on a 
11 existe done z/K tel que m(n, z)(f) = & *f(a) > a - (r/3)(& - a). 
PouruntelxonadoncjXlj U,,Z]-~ <E.Puisquep >p,onam(p,y)EV 
si m( p, y)(f) 3 01 et m(n, 2) E V puisque 71 3 p, et m(n, x)(f) 3 a - (~/3) 
(a - ti) 3 a! si E < 3, ce que l’on peut bien sClr supposer. 
La demonstration est terminee. 
Remurques. (1) La condition m(n, a) E V ne joue pas un role essentiel. Ce 
n’est qu’un accessoire technique permettant de simplifier quelque peu les 
preuves ulterieures. 
(2) Le corollaire suivant est du a Ching Chou [3]. 
COROLLAIRE 2H. d C On n,,* M, . 
Le r&ultat suivant est I’ttape essentielle de la reciproque du theorkme 2G. 
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THI?OR&ME 21. Soient 7 un entier > 0, fi ,..., f+ EL” et a = (01~ ,..., a,.) E R7. 
Pour r] > 0 posons 
Supposons que la condition suivante soit vt+ra&!ee: 
NY E u?s; 4 P, Y) E VN 3 (1 - c) I u,z I. 
Alors Vn&# ,ET. 
Dhnonstration. Pour tout /? > 0 soit 
Puisque 8 est compact, que les I’, sont fermb, et que F’ = &>,, V, , il suffit de 
prouverquepour@ > Oona V,nB # la. 
Posons B = Sup{l/fi Ilrn , ai; 1 < i < T} et E = /l/4B. 
Soit alors p I’entier don& par l’hypothbse. 11 existe une suite d’entiers k, >, q 
et une suite x, E G telle que si on pose 
u; = UT&; A, = (Y 6 u$, ; m(p, Y) E V 
on ait 1 A, I 3 (1 - l ) 1 U,$, I. 
Posons A = (J, A, et f = xA . Soit 
T=(pEzM;p(f) 3 1 -c}. 
C’est une tranche de M qui rencontre A, puisque elle contient toute valeur 
valeur d’adherence de la suite m(k, , z,J. 11 en resulte que T contient un Clement 
p de 8.11 suffit de montrer que p E V, . Supposons le contraire. Alors 
W = Vg n {h E M; ii(f) 2 1 - 2~) 
est un voisinage de p. 
Le theoreme 26 affirme qu’il existe n > 2,FB et z dans G tels que m(k, , x) E 
W. D’aprb le lemme 26 on a pour 1 < i < r: 
) I ui? 1-l s,,, m(P, %h) dx - m(k, , w-i> / < n-l 11 fi jla < nmlB. 
n 
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Puisque m(k, , .z)(A”) < 2~, on a done 
I m(k, , 4(fi> - ai I < nplB + I Gx I-’ SUllnA I m(P, x)(fd - ai I dx 
n 
-t I CLx 1-l J-o,z,Ao I m(p, Wd - ai I dx 
n 
< n-lB + 7 + 2cB < 7 + /3. 
ce qui contredit le fait que W n V, = D et termine la demonstration. 
Les theoremes 2G et 21 impliquent immediatement la caracterisation suivante. 
THBOR~ME 2 J. Soit m E &!. Alors m E 8 si et seulement sipour tout voisinage V 
de m (dans M) la condition suivante est vt%@ee: VE > 0, 3p, ‘v’q, 3n >, q, 3x E G 
tel que 
l(rE U,z;m(p,y)E VII > (1 - 4 I U,xl. 
Remarques. (1) La condition du theoreme 2G est apparence plus forte que 
celle du theoreme 2J. Elles sont bien sur Cquivalentes, mais il sera souvent 
pratique d’utiliser celle du theoreme 2G. 
(2) Les cinq quantificateurs consecutifs du theoreme 2 J ont de quoi 
effrayer le lecteur. Nous esperons toutefois convaincre celui ci de l’efficacite de 
ce resultat, notamment au paragraphes 4 et 5. 
(3) Pour simplifier les calculs, nous avons suppose que la suite ( U,) croit 
vite (condition (C)) mais le theoreme precedent est vrai pour toute suite moyen- 
nante (U,) car une telle suite contient une sous suite verifiant la condition (C). 
3. 6TUDE TOPOLOGIQUE DE 8 
Le but de ce paragraphe est de montrer que 8 est “petit” dans &’ (en parti- 
culier d’inttrieur vide). I1 est interessant de comparer ce resultat 8 ceux de [13,14], 
ou l’on Ctudie une classe naturelle de simplexes de mesures invariantes dont 
l’ensemble des points extremaux est dense. 
On suppose toujours G moyennable et denombrable a l’infini et non compact. 
LEMME 3A. Soient S un G, de J&’ rencontrant 6’ et m E S n 8. I1 existe 
alors une suite (fn> de Lw telle que 
(p E A; p(fi) = m(fJ, Vi E IV} C S. 
Dkmonstration. On peut Ccrire S = nn S, ou S, est ouvert. Pour tout 
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entier n il existe un entier k, , des fonctions (fi,Jisk, de Lw et E, > 0 tels que 
On a done 
{p E A; p(fi,J = m(fi,,J, VTZ E N, Vi; 1 < i < kn) C S. c.q.f.d. 
LEMME 3A. Soient m E d et (fn) une suite de Lm. 11 existe une suite croissante 
(Q) d ‘entiers et une suite ( yk) de points de G telle que pour toute valeur d’adhkerue 
TV de la suite m(nlc ,yk) on ait p(fJ = m(fn) pour tout n. 
Demonstration. D’aprb le corollaire 2H il existe une suite croissante (n,J d’en- 
tiers et une suite ( yk) de G telles que 
1 <P < k 3 I m(nk ,yd(fd - m(f,)l G l/k. 
On a done m(f,) = lim,,, m(nk , yk)(fp) pour tout p, ce qui montre que 
ces suites conviennent. c.q.f.d. 
LEMME 3C. Soient (nk) une suite croissante d’entiers et (yrJ une suite de G. 
II existe alors deux valeurs d’adhe%ences de la suite m(n,, , y,J dont la demi- 
somme n’appartient pas a 4. 
Demonstration. Puisque la suite U,,, possede toutes les proprietes de la suite 
U, on peut supposer pour alleger la notation que nk = k. Construisons par 
induction une suite C,, de compacts de G et une suite k, d’entiers tels que si 
l’on pose A, = c, v Uk,ykn ) les conditions suivantes soient realisees: 
Compte tenu du lemme 2A il suffit pour cela de choisir k, assez grand a 
chaque &ape. Quitte a remplacer une fois de plus les suites (U,) et ( y,J par des 
sous-suites on peut supposer k, = n. Posons B, = lJ,U$A, . 
On a done C, C A, C B, C C,, . Posons 
B = U B,,\&-1 ; f=xLt; c = tj G,\G,-1 ; g =xc. 
?I>1 P>l 
Soit %r (resp: gz) un ultrafiltre (non trivial) port6 par les entiers pairs (resp: 
impairs). Posons mi = lime* m(n, yJ pour i = 1,2. 
Nous allons prouver que m = *(m, + m,) E 67 
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Soit n un entier pair. Puisque B, 3 U,, y,, et que U, y,, n B,-, C C, , f est 
&gale a 1 sur U,, m\C, . On a done d’aprb (3A): 
4% ydf > = I GY, 1-l I KY, n B I 3 1 - I KY, 1-l I CY, n G I 
2 1 - m(n, Y~XC,) = 1 - $L * xc,(m) 2 1 - n-l. 
Puisque Cn+i 1 U, yn et que g est nulle sur C,+,\C, , il en resulte que g est 
nulle sur U,, y,\C, et done que 
4n,~,)(g) G I U,Y, I-1 I U,Y, n cn I = qn * x~,(YA G n-1. 
11 en resulte que wzr( f) = 1 et m,(g) = 0. On montrerait de m&me que 
m,(f) = 0 et ms(g) = 1. On a done m(f) = m(g) = $. 
11 nous suffit de prouver, d’aprb le corollaire 2H que pour tout n et tout y on 
ne peut avoir simultanement 
m(n, Y)( f > E 1 n-l, 1 - n-l [ et m(n, y)(g) E] n-r, 1 - n-l [. 
Supposons n pair pour fixer les idees. 
SiU,ynA,# %onay~U;~A,d’ou7Y,yCU,U;~A,=B,. 
On a done f = 1 sur U,, y\C, d’oh nz(n, y)( f ) > 1 - n-l comme nous l’avons 
deja vu. 
Supposons U,,y n A, = O. Si pour tout p on a U,y n A, = ia, on a 
mhr)(f) = m(n,y)(g) = 0. S inon soit p le plus petit entier tel que U, y n 
A,# %.Onap-1 >n,etainsiU,,CU,-,. 
Si U,, y n BDwl # m, on a y E U;lB,-l , d’ou 
u,y C U,,U;lB,-, C U,-JJ;?1B,-1 C C, . 
Puisque U,, y n A,-, = ,B, on a U, y n C,-, = % . Ainsi U, y C C,\C,-, , 
ce qui montre que g est constante sur U, y et done que m(n, y)(g) E (0, 11. 
Sinon on a U,ynB,-, = @. Puisque U,ynA, # 0, on a U,yC 
lJ,U$A, C B, . On a done U,, y C B,\B,-, , ce qui montre que f est constante 
sur U, y et ainsi m(n, y)(f) s (0, l}. c.q.f.d. 
Remarque. Lorsque l’on possede une meilleure information sur G (par 
exemple si G est abelien) il est possible de montrer qu’aucune valeur d’adherence 
d’une suite m(n, y,J n’est dans & (Dans le paragraphe 5 nous Ctablissons un 
resultat de ce type, mais beaucoup plus precis, pour G = Z). 
Des trois lemmes precedents decoule immediatement le resultat principal de 
ce paragraphe: 
THI?OR&W 3D. Aucun G, non wide de &? n’est contenu dam 8. 
Remarque. Dans [6], Granier a prouve que tout G, non vide de & est 
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“grand” (en particulier non separable en norme). On peut d’ailleurs montrer 
que pour toute suite yn de points de G il existe une sous-suite nk de N telle que 
l’application de /3N dans J%’ qui envoie l’ultrafiltre % sur lime m(nk , yk) soit 
injective. Le theoreme 3D n’exprime done pas que d soit “petit”, seulement 
qu’il est petit relativement a A. 
4. BTUDE TOPOLOGIQUE DE 6' 
Nous allons maintenant demontrer, dans une situation assez generale, que 
8 est un sous ensemble de d qui est topologiquement “petit” et t&s irregulier. 
(11 ne possede pas la propriete de Baire relativement a 8.) 
Commencons par caracteriser les elements de b. Le resultat suivant est 
extremement proche d’un resultat de Converse et toll. [4, Th. 2-I]. (Nous ne 
connaissions pas ce resultat lorsque nous avons &once le ThCorltme 5 de [15].J 
PROPOSITION 4A. Soit G un groupe localement compact, non nkessairement 
dknombrable h l’inj%i. Alors 
(a) Pourf, g E qu, , et m E kl, l’application x -+ m( fig) est continue. 
(b) Les conditions suivantes sont t!quivalentes: 
(i) m E d 
(ii) Pour toutes p E .Yl, f, g E Vu, on a 
EL@ - m(fd9 = m(f) m(g). 
(iii) I1 existe p 6 &f! telle que pour toutes f, g E gw, on ait 
CL@ - m(f3Eg)) = 4f 1 m(g). 
(iv) Pour toute f E %Yu,, telle que 0 < f < 1 on a 
tiNfzf) d m"(f). 
Emonstration. (a) Ceci resulte de ce que m(h) < I/ h II@ pour h ELM, et de 
ce que fi converge uniformement vers fy , done que fig converge uniformement 
vers fzg lorsque x tends vers y. 
(b) (i) S- (ii). Compte tenu de (a) la preuve est analogue a celle de 
l’implication a S- b du theoreme 21 de [4]. 
(ii) 3 (iii) est trivial. 
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(iii) 3 (iv) resulte de ce que 
(iv) ;1 (i) Designons par K le spectre de l’algebre %?U . Puisque deux 
elements de J&? qui coincident sur %‘,+ sont Cgaux, on peutdidentifier M au 
simplexe des mesures de probabilites sur K qui sont invariantes par l’action 
naturelIe de G sur K, action qui sera not&e (x, k) -+ x * k. 11 est classique que si m 
n’est pas extremale, il existe un borelien A de K tel que 0 < m(A) < 1 et que 
m(A dx . A) = 0 pour tout x de G. Soient E > 0 et f~ W(K) = %fud tels que 
O.~~flet~,jf-~XA/dm<~.PourtoutxdeGona 
On a done m(A) < 2~ + m(fJ), d’oti par l’hypothtse 
m(A) < 2~ + m*(f) G 2r + (m(A) + e)* 
et enfin puisque E est arbitraire, m(A) < &(A), ce qui est absurde puisque 
0 < m(A) < 1. c.q.f.d. 
LEMME 4B. Si G est un groupe moyennable et dknombrable d: l’injni, et (D,,) 
une suite de compacts de G, il existe une suite moyennante (U,,) telle que 
NY E U,; Dn-lUn-l~ C U,Jl 3 (1 - n-l) I U, I. 
De’monstration. On construit la suite U,, par induction. Soit (G,) une suite 
croissante de compacts de G, telle que G, C G,+r et que G = Un B, . 
Supposons U,_, construit. D’apres [5] iI existe un compact V tel que 
/ G,D,-,U,-,V\V / < n-l I VI, d’oti I VI 3 (1 - n-l) I D,-,U,-,V I. 11 est 
clair qu’il suffit de choisir U,, = D,,-,U,+,V. 
LEMME 4C. Supposons que G soit d’un des types IF! x H; Z x H; D x H, 
ozi G dhigne un groupe localement compact moyennable et dhombrable a l’infini, 
et D un groupe ab&n discret infini dhombrable. Alors d ne contient aucun G, 
non vide de 8-. 
Dtfmonstration. Compte tenu d’un lemme analogue au lemme 3A et laisse au 
lecteur, il suffit de prouver que si (f,) est une suite deLm(G) et m E 6, il existe 
ft E &\\s telle que r*(fJ = m(f,) pour tout n. 
Soit V’ un voisinage symetrique de I’origine de H et I’ = [--I, l] x V’. Nous 
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allons construire jgL”(G) telle que si g = xv x f E Gfud(G), il existe p E & 
verifiant 
Vn E N, p(fn) = m(fn); vx E G, /-kg) = 1; v(g) = 4. 
11 en resulte alors de la proposition 4A que p $8. 
Soit (H,) une suite croissante de compacts de H, contenant 1’ClCment neutre, 
et recouvrant H. Posons H, = [-n, n] x H,, . 
D’apres le lemme 4B il existe une suite moyennante (U,) telle que 
P < fi e- I{Y E Un; VGJJ,y C Un)l 3 (1 - n-l) Iu, I. (4A) 
La preuve du lemme 4B montre que l’on peut choisir U,, de la forme 
[--b, , b,] x A,. Par passage a une sous suite on peut supposer b, > n3 et 
II xv * 9% - 9% Ill < n-l. 
Posons 
w, = (p E A; 1 #u(fi) - m(fJl < z-1, vi = I,...) I}. 
Pour Z > 2 et k > 1, construisons des entiers p, et des points z~,~ de G tels que 
si l’on pose U;,, = Up,, et V,,, = U&Y,,, , les conditions suivantes soient 
vCrifiCes: 
l{Y E VZ,k ; 4Pz ,Y> E Wzll 2 (1 - Z-l) I VZ.k I? (4B) 
VI, k # k’ * V,,, n V,,,? = a, (4C) 
VI, Z’, k, k’; (I < I’) a 1 V,,, n U,fG;lV-lVl,,,, I < 2--(z’+k’) I V,,, I. (4D) 
Supposons la construction effectuee pour tous couples d’entiers (I, k) tels que 
Z < I’. Soit p,? l’entier q du theoreme 2G, oh I’on prend E = I’-l et Wt. pour 
voisinage de m. 
Construisons les points zr,,k p ar induction. Supposons cette construction 
effect&e pour k < k’. Pour 2 < 1’ posons Kl = U;f~lV-lU;p,kf . D’apres le 
lemme 2A, il existe un entier Y tel que pour Z < I’ on ait 
k>r=>QzeG, qDl+k * x&-:zl) = 1 v,,, 1-l 1 v,,, n K,z 1 < 2--(z’+k’). 
(4E) 
Le theoreme 2G assure qu’il existe ~r’,~’ tel que Kr~r,,~, n Vz,, = % pour 
1 < I’ et k < Y, ainsi que pour Z = I’ et k < k’, et tel que la condition (4B) 
soit verifiee. D’apres la condition (4E) la condition (4D) est aussi verifiee. La 
construction est term&e. 
Posons B, = (Jc,,l,t V,,,, . D’aprb (4D) on a pour tous 1 et k 
j V,,, n U;fG#-‘B, I < 2-’ I V,,, I. (4P) 
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Definissons un sous ensemble E, de R par 
El = (J [O, 121 + 2pz2. 
DE2 




et posons enfin f = xE . Nous allons prouver l’existence de la moyenne annoncee 
au debut de cette demonstration mais quelques evaluations sont auparavant 
necessaires. 
Pour s < 1 on a Vlsk n (U, V,,,\B,) = o par definition de B1. On a done 
pour tout I: 
Posons 
E n (Vm\Bz) = +(Ez) n (Vz,k\Bz). (4W 
cZ,k = {Y E vLk ; 4~~~ Y) E W ; VGU,Y C V,,, ; VW&Y n & = ml. 
11 decoule de (4A), (4B), (4F) que ) C,,, 1 > (1 - 31-l) 1 Vr,, 1. 
Soitg =xv*f.Poury~Getx~G1ona 
f (vxt) f (wt) dt dw dw. 
11 en resulte que cette quantite ne depends que des valeurs de f dans VG,U,, y, 
c?est B dire que de E n VG, U,, y. 11 en est d’ailleurs de m&me d’apres un calcul 
ana+= de m( PS , y)(g). 
Pour y E C, on a VGzUDzy C Vc,,\B1 . On a done VG,UDt y n E = 
VG,U,, y n &(EJ d’aprb (4H). Posons h = xEl. Pour x E Gr , y E C,,, on 
a done 
m(Pz ?Yhu) = I U,,Y 1-l I v F2 “f h(+xt)) h(r(wt)) dt dv dw. 
yzf 
D’aprb le theoreme de Fubini, et puisque V et Up, sont des ensembles 
produits on a 
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Un calcul Clementaire et fastidieux prouve alors que 1 m( p, , y)(g,g) - 4 1 < 
101-l. La raison en est que puisque l2 est grand, on a 
avec N = n(y) - b,r , M = n(y) + 6,1, et cette intergale vaut (pour 
I +)I < le) Q - .rr(x)/Z2 + O(Z2(M - N)-l), et l’on a 1 T(X)] < 1 puisque 
xEGI,etaussiM-N=2bDl 3313. 
On montre de m&me que 1 m( p, , y)(g) - $ / < 101-a < 101-l. 
Nous avons done Ctablit que, pour tout 1 et tout k on a: 
NY E VZ.ki 4 Pz 7 Y) E wz; I m( P, 9 y)(g) - s I < 101-l; 
vx E Gz , I 4 PZ , y)(gsx) - t I < 1OWl 2 (1 - 31-l) I Vz.k I. 
Soit P une partie finie de G et I un entier fix& 11 resulte du theorbme 2 J 
(puisque vZ,k = UDz+k z Z,k q ) u’il existe une moyenne pzsp r3 d telle que 
WZ,P E wz; I cLz,&) - B I G 1oe vx E p> I tlz.p(gag) - t I < 1Ok’. 
Soit p une valeur d’adherence des pl,p lorsque 1 tends vers l’infini et que P 
parcourt la famille filtrante croissante de parties finies de G. On a p E 8, p(g) = 
p(gl,g) = i pour tout x, ce qui montre que p +k &, et p(fi) = m(fJ pour tout i. 
La preuve du premier cas est terminee. 
Le second cas est entierement analogue. Pour le troisieme cas, contentons nous 
d’indiquer comment operer lorsque G = D, les modifications supplementaires 
a apporter dans le cas general &ant analogues aux techniques utilisees dans 
la preuve precedente. Le principe de la construction est exactement le meme, 
et seuls changent la definition def et le detail des evaluations (qui est laisse au 
lecteur). 
Supposons d’abord que tout element de D soit d’ordre fini. Alors toute partie 
finie de D engendre un groupe fini. On peut supposer que chaque Us est un 
sous groupe. Pour definir f dans Vz,,\Bz , considerons l’homomorphisme 
canonique T de UD,+ sur uDl+k/U9z , et A une partie de ce quotient dont le 
cardinal est le partie entiere de la moitie du cardinal de ce quotient. Notant D 
additivement, on a V,,, = azVk + lJ,l+k. Pour z E Vz,,\Bz , on pose f(z) = 
xA(+ - zZ.k)). 
La seconde possibilite est qu’il existe un Clement da de D d’ordre infini. Soit 
G, une suite croissante de parties finies de D, contenant d,, et recouvrant D. 
Le sous groupe D, engendre par G, est abelien de type fini, done de la forme 
F, x Z@n, oh F, est un groupe fini et oti a, > 1 puisque d,, E D, . On peut 
choisir U, du type F, x [--b, , b,,lam tel que I(G, + U,,)\U,, I < n-l 1 U, 1 et 
b, 3 n3. On effectue ensuite la construction des Vz,k et de ( pJ. 
Soit I, une partie de D telle que D = (Jiel, (i + DDz), ou Ia reunion est 
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disjointe. Soit a, l’application de D dans DsI qui a x associe x - i, oti i est 
l’unique Clement de II tel que x E i + DPz . Soient r]r la projection de DDl = 
F@, x Z? sur son dernier facteur et rrl = 71 0 al . Soit El le sous-ensemble de Z 
don& par 
El = u [O, P] + 2pE2. 
9E.z 
On pose f = xE , oh E = U (Uk VL~\&) * dEJ. 
Le lecteur verifiera que ce choix est judicieux. c.q.f.d. 
LEMME 4D. So&t G un groupe moyennable t L un sous groupe compact 
distinguk de G. Alors (avec des notations kidentes) d(G) et k’(G/L) sont a@nement 
hom&omwphes. 
Dt?monstration. Designons par h la mesure de Haar de L (et toujours par 
dx celle de G.) Pour f E La(G) posons 
Designons par n l’homomorphisme canonique G sur G/L. Puisque h *f(x) 
ne depend que de n(x), on peut Ccrire h *f = e(f) o v ou 0(f) E Lw(G/L). 
L’application 6 est lineaire, positive contractante et surjective. 
Considerons l’application 0 de &‘(G/L) dans M(G) donnee par @(p)(f) = 
p(e( f)). On voit par un calcul facile que pour y E P(G) et f~ L”(G) on a 
eb *f) = ef) * e(f). 11 en resulte que 0 est a valeurs dans ./Y(G). Puisque 0 
est surjective, 0 est injective, et il est clair que’elle est affine continue. 
On verifie saris peine que pour 9 E P(G) on a v * (A *f) = # *f, oti 9 E P(G) 
est donrke par: 
NY) = J-L dYt-Y 4-l) dW 
Si m E A’(G) on a done 
m(f) = m(# * f) = m(cp * 0 * f)> = m(h * f>. 
= m(W) 0 4 = %4(f) 
oti p E M(G/&) est dorm&e par p(g) = m(g o .rr), et done p E k’(G/L) puisque 
pour # E f’(G/L) et g E L”(G/L) on a (# *g) 0 n = ($ o r) * (g o n). 
11 en resulte que 0 est surjective. c.q.f.d. 
Le theoreme suivant est maintenant immediat. 
THI?OR&ME 4E. Supposolzs que le groupe moyennable dt%wmbrable ci l’infni G 
contienne un sous groupe compact L tel que G/L soit d’un des types R x H, H x H, 
320 MICHEL TALAGRAND 
D x H, 03 H designe un groupe localement compact moyennable d&nor&able 
h l’in@i et D un groupe abt%en d&ombrable infini. Alors d ne contient aucun Gs 
non vide de 8. C’est done en particulier le cas si G est abt%en. 
Rappelons que dans un espace topologique on dit qu’un sous ensemble 
posdde la propriett de Baire s’il est Cgal a un ouvert modulo un ensemble 
maigre. 
COROLLAIRE 4F. Sous les hypotheses du theor&ne precedent, d ne possede 
pas la propriete de Baire relativement a & 
Dt%wnstration. Sinon on pourrait ecrire d = V n M, oh Vest un ouvert de d 
et M un ensemble maigre de 8. Ceci implique que V\M C 8. Mais si V n’est pas 
vide, V\M contient un G, non vide de & ce qui est impossible d’aprb le resultat 
precedent. 11 en resulte que & est maigre dans 8, soit d C UnFn, oh F, est un 
ferme rare de #. Ainsi F,, n d est un ferme rare de 8, et d C (Jn (F, A 8), ce qui 
contredit le fait que & est un espace de Baire [l, theorem 27.91. 
5. APPLICATION AUX MESURES INVARIANTES SUR /?kJ 
Dbignons par < l’ordre de l*(Z)‘. Pour p et m dans M(Z) et cx > 0 on a done 
Pour f E Z”(Z), designons par j l’extension continue de f a /ZZ, et pour A C E 
par Al’ensemble des ultrafiltres port& par A. DCsignons par T l’homeomorphisme 
de j3Z induit par la translation n + n + 1 de Z (on obitient ainsi un espace iso- 
morphe - en un sens evident - B la somme directe de deux espaces isomorphes 
a j3N muni de la transformation induite par la translation unite de N, ce qui 
explique le titre de ce paragraphe). 
Rappelons que l’enveloppe denombrablement convexe d’une partie X d’un 
espace vectoriel topologique est l’ensemble des points de l’espace qui s’ecrivent 
c neNO1,x,,otix,ENetotioln >O,CnsNd, = 1. 
Le resultat suivant est une amelioration importante d’un resultat de Chou 
[2, Proposition 3-41 qui resoud un probleme de J&&on [2, Remarque 11. 
TH&OF&ME 5A. Soient w E /3Z, (k,) une suite de Z et % un ultrajltre sur N. 
D&&wns par f la moyenne don&e pour f E lm par 
m(f) = liprl c J(44). 
k,<p<k,+n-1 
AEors il n’existe pas de t.~ E d telle que TV < onn pour un a > 0. En particuher m 
n’est pas dans l’enveloppe dt%ombrablement convexe de cf. 
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Demonstration. Elle comporte plusieurs &apes. (L’idCe directrice &ant 
exposee dans la seconde.) On raisonne par l’absurde. 
lbre &ape: La construction 
Soit I un entier 3 lOor et fi un reel > 0 tel que 1OpZ < 1. Construisons par 
induction deux suites d’entiers (a,) et (bB) verifiant les conditions suivantes, 
dont l’intCr& apparaitra ulterieurement. Tous les intervalles rencontres dans 
cette demonstration a l’exception de [0, /3], [l - p, I], $3, 1 - /3[ qui sont des 
intervalles de R, sont des intervalles de h. Pour simplifier on designera par 
[a, b[ l’intervalle [a, b - I].) 
-p + 1 et b,-, divisent ap . (54 
--71 < Z44P + 1) 3 [h , k, + n[ C [-Zpa, , /$a,[. (5B) 
-b, >, 22~+7&-22pa, . (5C) 
-n < 2*+5011pa, 3 [kn , k, + n[ C [-b, + Zpa,, b, - &a,[. (5D) 
-b,-, divise b, . (5’3) 
La construction est immediate: il suffit a chaque &ape de choisir as , puis b, 
assez grands. 
Posons Z, = b,Z. 11 existe un unique entier j, , tel que 0 < jn < b, et 
w ejz, et on a T”(W) E j=si et seulement sip E Z, . 
Soit E une partie de [0, Z[ et F = [0, Z[\E. Posons 
E, = u [ni, n(i + l)[; F, = u [ni, n(i + l)[ = [0, nZ[\E, . 
GE ieF 
Rappelons que pour deux parties P et Q de Z on note 
f’+Q ={P+q;pEP,qEQ}. 
Posons: 
J,, = u id SF,, , 
iq--a,.q 
K, = I,, u Jn = [- Zna, , Ina,& 
fL = U (j, + Z, + K,) 
P-a 
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puis dCi%ssons par induction les parties A, et B, de Z: 
A,,= o, A, = A,-, u ((j, + Gz + Ad\fU 
B,,= m, B, = B,-, u ((in + G + Jn)\ffn>. 
(W 
OnaA,nB,= @,etA,uB,=H,,. 
Posons A = Un A, . Puisque nous allons faire varier E, notons la partie E 
en indice superieur; AE, I,,E, etc. 
Z&me &ape: Le principe de la dthonstratim 
Posons fE = xas. NOUS prouverons plus tard que 
1 nz(f”) - 1 E 11-l j < 1/2or. (5G) 
On a done w~(f[o*~[) > 1 - 1/2a, d’oh m(1 - f[“*“[) < l/201. 
Puisque p < am et I - f[“*z[ > 0 on a done ~(1 -f[O*‘l) < $, d’ou 
p(flOJ[) 3 Q. 
Soit i un point de [0, Z[. On a (puisque I > IOar) 
On a done p(f@)) < 8. 
Nous prouverons plus tard B l’aide du theoreme 2 J que pour E C [0, 1[ on a 
p(fE) fz [0, /I] U [l - j?, I]. Puisque p < 4 on a ~(f[~*l[) > 1 - fl et p(f@l) < 8. 
Puisque /31 < 1 - p, 1 i suffit pour obtenir une contradiction de montrer que 
f[O*r[ < ‘&o,r~ftil, c’est B dire que A[“*z[ C &[0,2[ Afs. 
Soit done x E A[oJ[ et p le plus petit entier tel que x ejP + Z, + K, . On 
peut Ccrire de facon unique 
obsEZ,jE[-a,, a,[ et k E [O, Zp[. Soit i la partie entiirre de kp-l. 11 resulte des 
definitions et du fait que x # H, que x E Agj\H, C A(Q. 
3kne &ape: Evaluation de m(f) 
La partie E Ctant dtkormais fixee, l’indice correspondant est supprime pour 
alleger la notation. 
Posons 
c, = (p E z; T”(W) E An}, 
D, = {p E Z; T”(W) E &}, 
Mn = u (Z, + Kp). 
P<% 
MOYENNES INVARIANTES 323 
11 rtsulte du fait que l’application qui envoie une partie Q de fV sur & est un 
homomorphisme d’algebre, et du fait que T”(W) E;~ + Z, si et seulement si 
p 6 Z, que l’on a 
C, = C,-, ” (Z, + L)\Mn , 
D, = D,-1” (C, + ln)\Mn . 
On verifie par induction que C, IT D, = 0 et que C,, u D, = M,,, 3 K,, . 
Posons C = Un C, . On a done Cc = ula D, puisque lJn K, = Z. Pour 
p E C il existe 12 tel que p E C, . On a alors T”(W) E A, C A. Pour p $ C, il existe 
n tel quep E D, . On a alors T”(W) E & C &. 
On a done 
c = {pEH;Tp(W)EA}. 
11 en resulte que 
m(A)=lit&[k,,k,+n[nC~. 
Fixons n, et posons S, = [kn , k, + n[. Nous allons Cvaluer j S, n C j. 
Pour chaque entier p, posons 
Q, = (-G\FQ) + K, 
et soit Q = lJssl Q, . 0 n verifie saris peine que l’on a 
Posons 1 = Usa 1,+r\1, . On a done C n I C Q. On a aussi 
Q, n S, # % => S, C [---b, + Q.q,, b, - /pa,]. 
11 decoule de (5D) que n > 2Pf5dpa, . Posons 
0, = l{jEE; (jb, + K,) n S, f %:>I. 
Puisque 1 K, I = 2lpa, , on a I Q, n S, j < 2lpa,B, . On voit saris peine que 
(0, - 1) b, - 2Zpa, < n, d’oh puisque 2lpa, < b, d’apres (5C) on a 19~ < 
2 + nb;l. 11 en resulte que 
I Qa n S, I d n(4Zpa,n-’ + 2Zpa,b;‘). 
Puisque n >, 2”+%dpa, on a 
1 Q1, n S, ( < n(a12PA3 + 2Zpa,b,‘) < m-12-“-z 
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(en effet b, > 2 P+hZpa, d’aprb (5C)). On a done 
IQnSnI < f *a-12-n-2 = H 
p=1 401. 
Puisque CA I C Q on a done 
lIInS,/-lCCnS,lj~n/4ol. (5W 
11 nous reste a Cvaluer 1 I n S, I. 
Soit t le plus petit entier tel que S, C Kt . 11 resulte de (5B) que si t 3 2 
et n < 23cdt on a S, C K,-, . On a done soit n < 23cd soit n 3 23011t. Seul le 
second cas nous indresse. D’aprCs (5A), p + 1 divise a, done I( p + 1) divise 
Zpa, .I1 en resulte aisement que Kt est reunion disjointe d’intervalles de longueur 
pZ, oh p < t, et tels que pour chacun de ces intervalles T, l’ensemble T n I 
soit de la forme s + E, (oti s E Z) et done que 
ITnIl=plEj=ITIIEIZ-l. 
11 y a au plus deux tels intervalles rencontrent S,, et son complementaire. On a 
done, puisque S, C Kt et n > 23 orlt 
1) S, n I I - I-% 1 E I j < 21t < n/h. 
On a done, pour n > 2ollt: 
j n-l I S, n C 1 - Z-l / E I / < l/201 
ce qui montre que 
1 m(f) - Z-l I E I I < 1/2a. 
Le lecteur aura remarque que la condition (5A) n’est pas indispensable, et que 
son seul but est de simplifier l’haluation de S, n I en donnant une forme plus 
simple a cet ensemble. 
4he &tape. Evaluation de p(f ), lorsqw p E d 
C’est le point fondamental, et aussi helas le plus dtlicat. 
Soit p un entier fix& On va montrer que si n est aasez grand on a pour tout 
ZEZ: 
n-lI{y~[~,~+n[;p-ll[~,y+p[~~I~lB,l --HI ,(0,99+P < 1 (51) 
ce qui prouvera que p(f) $1 p, 1 - @[ compte tenu du theoreme 2J (06 l’on 
choisi U,, = [0, n[ ce qui est possible compte tenu de la remarque 3 suivant ce 
r&what.) 
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Posons, pour t E N 
4 =.L+&+&. 
Soit q le plus grand entier tel que 2Q+S~-1ZquB < p. 
Un calcul effect&e au tours de la troisieme &tape (celui de 1 Q2, n S, I) montre 
quepours <qetyEZona 
I R, n [Y, Y + P[I < ~(2&6? + 4&p-‘) 
< p(2-93 + 293) = 2-*p/3 
(en effet on a 6, > 2*+%a, d’aprb (5C) et p > 28+3/?1 Isa, pour s < q par 
definition de q). Soit toujours, pour t E Z, Ht = UIGsct R, . On a done 
I f&+1 n [Y,Y + P[I G C 2-“~/3 G PP. 
01 
(5J) 
Designons par T le plus grand entier tel que 6, < 2n. 
Pour q < s < r evaluons le cardinal de X, defini par 
x,=(R,+l-Pp,O1)nEz,~+n[={y~[~,~+n[;[y,y-Itp[nR,# @>. 
La methode d’evaluation utilisee dans l’etape precedente pour le calcul de 
1 Q, n S, 1 donne 
I X, I B (2Zsa8 + p)(b;l + 2n-92. 
Or puisque s > q on a p < 28+s/?-11sa, par definition de q, cl’& il vient 
puisque 6, < 2n et d’apres (5C): 
1 X, 1 < 2S+4,B-1ha,(6,1 + 2n-‘)n < 2S+6~-1Zsa,6,1n < ,8~22-~. 
Si I’on pose X = up.-QG, X8 on a done 
I X n P, x + 4 G pa. (5K) 
Poury$Xetq<s<rona[y,y+p[nR,=,0’.Onadonc[y,y+ 
P[ n H,+, = [ y, y + p[ n Hp+l , d’oh il vient 
([Y,Y +P[WW+~ = @a> - ([r,r+P[n~C[Y,y+p[nH,+,), 
([Y, Y + P[ n (AC\HT+J = aa) 3 ([Y, Y + P[ n AC C [Y, Y + PI n H,,,). 
D’aprb (5 J) on a done 
(r~[~,~+n[,Y~X,p-lI[Y,Y+p[n~l~lB,1-~B[) 
* ([Y, Y + PC n V\fG+d # @ et b,y+pP(~C\HT+l) f a) 
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Nous allons montrer que si Y > 2p (ce qui est le cas d&s que n > 6,~ et si 
E n’est pas vide, on a 
l{rE[~,~+n[;Y~X,[Y,Y+P[n(A\H,+,) # 0, 
[Y,Y + P[ n W\H,+,) f %>I < 994100. (514 
Cette inCgalitC Ctablit (51) compte tenu de (5K), et la dkmonstration sera 
terminke. 
11 convient done d’Ctudier les ensembles 
h x + 4 n (A\HT,l) et i?, x + n[ n (AC\HTfl). 
Sipourtouts>ronaR,n[z,z+n[= ia,ona[z,x+n[n(A\H,.,.,) = 
0 et le rksultat est alors clair. 
Dans le cas contraire, soit t, le plus petit entier s > Y tel que R, n [z, z + n[ + 
a. Puisque t, < Y on a btl 3 2n. On a done btl - 21tla,l > &b!, > n, ce qui 
montre grace B la dkfinition de Rtl que R+ n [x, x + n[ est un mtervalle Y1 . 
Nous examinerons plus tard le cas oh 1 Y1 1 3 n/4. Supposons done / Y1 / < n/4. 
Si pour tout s > t, on a R, n ([x, x + n[\l Yl I) = 0, on a ([z, z + n[\Y,) n 
(A\H,+,) = 0, et le rhsultat est clair puisque /[z, x + n[\Y1 j 3 3n/4. 
Dans le cas contraire soit t, le plus petit entier s > tl tel que R,? n [z, z + 
n[ # 0. L’ensemble Rta n [z, z + n[ est un intervalle Ys . 
Si 1 Ys I > n/2, l’un des (deux au plus) intervalles dont est form6 Y,\Y1 est 
de longueur 3 n/8. Nous examinerons ce cas ultkrieurement, et nous supposons 
I Yz I < $2. 
Puisque / Y1 I +- / Yz / < 3n/4, et R, n [z, z + n] = o pour s > t, , le 
rksultat est encore clair. Sinon soit t, le plus petit entier s > t, tel que R, n 
[z, z + n[ # a. Nous allons prouver que [z, z + n[ C R, . 
Remarquons tout d’abord que [z, z + n[ ne contient pas’de point de la forme 
it, + kb,% pour k E h. En effet, puisque a t, > btl > 2n, on aurait [x, z -1 n[ C R, 
d’aprks la dkfinition de cet ensemble. 
2 
D’aprks (5A) et (5E), btz divise at8 et his . 11 divise aussi jt, - it, . 11 en rksulte 
que Rt, est &union d’intervalles de la forme [a, b[ oh a et b sont de la forme 
it, + kbtz . Puisque [z, z + n[ n Rt, # o on a done [z, z + n[ C Rt, . 
Puisque [z, z + n[\(Y, u YJ consiste en, au plus, trois intervalles, I’un de 
ces intervalles est de longueur 3 n/12. 
Ainsi les se& cas restant g examiner se kduisent au suivant: il existe t > r 
et un intervalle Y C [z, z + n[ tels que 1 Y I 3 n/12 et que Y C R,\U,<i<6 Ri . 
On a done Y n H,.,, C R,\H, . 11 dkcoule alors de la dkfinition de A que 
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Par definition de Et et Ft , il est clair que pour y E Z on a 
[y,y+p[n f @,[y,y+P[n 
*(Z!iEZ;itE[y,y+p[). 
Par un calcul facile, on a, puisquep < 2t 
l’inegalite (5L) resulte alors de ce que 1 Y j/4 3 n/48 > n/100. 
La demonstration est termirke. 
Le resultat precedent montre qu’il n’est pas facile de construire naturellement 
des elements de &. Soit @ un ultrafiltre sur 2 x N, contenant tous les ensembles 
du type Z x [n, + co[. On peut definir une moyenne WI par 
Vf E P, 
a+b-1 
m(f) = I@ b-l C f(p), 
?J=a 
cette moyenne est invariante, et le corollaire 2H montre que toute moyenne de d 
est de ce type. Aussi le probleme suivant semble interessant. 
PROBLBMR. DCcrire une classe d’ultrafiltres sur h x N qui donne naissance 
par le procede precedent a des moyennes de d (resp.: 6’). (Cette description 
ne devant pas Ctre la traduction du theoreme 2 J.) 
6. MOYENNES INVARIANTES NON TOPOLOGIQUEMENT INVARIANTES 
Soit G un groupe localement compact non discret, qui soit moyennable en 
tant que groupe discret. 11 est connu [7, 1 l] qu’il existe surLm(G) des moyennes 
invariantes qui ne sont pas topologiquement invariantes. Nous allons preciser 
ce resultat dans deux directions. Tout d’abord nous allons montrer dans l’esprit 
des theoremes 3D et 4E que lorsque G est denombrable a l’infini il n’est pas 
possible d’imposer par un nombre denombrable de conditions a une moyenne 
invariante d’etre topologiquement invariante. 
Ensuite nous Ctudierons (avec un succes tres partiel) la “position” de .&! 
dans A-. 
Le lemme suivant est essentiellement connu (voir par exemple [7, proposition 
31) et nous ne reproduisons pas sa demonstration. 
LEMME 6A. Soit G un groupe discret moyennuble opbrant par des hom&omor- 
phismes sur un espace compact K. Alors pour toute fonction g E V(K) on a, en 
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dtkignant par - l’action de G SW K; Sup{p(g); p probabilite’ de Radon sur K inva 
riante par l’action de G> = Inf{Sup{n-l CE=ig(u, * x); x E K}; n E hl, u, ,.,. 
u, E G]. 
LEMME 6B. Soit G un groupe de Lie. I1 existe we base (V,) de voisinages d 
l’origine e de G posstfdant les proprie’th suivantes 
(4 Vn,I~,I=lVnl. 
(b) Pour tout ensemble mesurable A C G, de mesure > 0, et tout &eel r] < I 
ilexistetEGetnE~telsque/AntV~I >qIV,[. 
(c) Pour tout compact de G il existe un entier N tel que pour tout entier ? 
le compact puisse se recouvrir par au plus N 1 V,, /-I translatb de V, . 
(d) Pour tout n, si k E tVn+, on a tV,+, C KV, . 
(e) il existe we constante T > 0 telle que I V,,, 1 > 7 1 V, I. 
D&non&ration. On choisit une carte en e, et on prends pour V, l’image de 1s 
boule unite de rayon 3-“-” centree au point qui rephe e. La condition (d) es1 
verifiee si on a prisp assez grand. Pour Ctablir les autres conditions, on se ram&e 
2 travailler dans I+ (oti q est la dimension de G) en tenant compte du fait que 
la carte transforme la mesure de Haar en une mesure possedant une densite %F 
par rapport a la mesure de Lebesgue. Par exemple la condition (b) resulte de ce 
que les ensembles de 889 de mesure > 0 ont des points de densite 1. Le detail des 
verifications est laisse au lecteur. c.q.f.d. 
Voici le point crucial: 
LEMME 6C. Soit G un groupe localement compact dthombrable h l’in$ni et 
non discret. Soient f EL-(G), n E N et a E 08. Pour u = (ul ,..., u,) E Gn posons 
C, = t E G; n-l i fu,(t) > a . 
I p=1 I 
Pour tout E > 0 il existe un ouvert Sz de G, tel que I Sz I < E et que 
&EN, V(t, I**., t,) E Q, I c, I > 0 => 1 c, n h tis-2 1 > 0. 
i-l 
Dkmonstration. lbre &tape. On peut supposer G metrisable. En effet, ceci 
resulte sans peine de ce qu’il existe un quotient metrisable G, de G, et fi E 
L”(G,), tels que f = fi 0 r, oh r dtsigne l’application quotient. 
Le groupe G contient un sous groupe ouvert G’ qui est limite projective de 
groupes de Lie [ 16, Theo&me 51. 
Si G’ admet un quotient qui est un groupe de Lie non discret, on voit sans 
peine que G’ contient un sous groupe distingue compact H tel que G’IH soit 
un groupe de Lie non discret. 
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Alors G,, = G/H est un groupe de Lie non discret. On designera par T le 
morphisme canonique (et on appelle cette situation le ler car+). 
Si tout groupe de Lie quotient de G’ est discret, alors G’ contient un sous 
groupe H distingue ouvert et compact tel que G/H soit discret. Alors G/H est 
discret (c’est le 2eme cas). 
2&ne btape. Soit w un ouvert relativement compact de G. Posons B, = Gun w. 
Placons nous dans le premier cas. 11 est classique que si l’on normalise con- 
venablement les mesures de Haar de G et G, , pour g E U(G) on a JG g = JGo h, 
oti h EU(GJ est don&e par h(m( y)) = JZEXj( yz) dz pour y E G (cette quantid 
ne depend que de n(y)). 
Posons, pour u E Gn 
Nous allons prouver que si E est un sous ensemble mesurable de G,, de 
mesure finie, l’application u -+ 1 A, n E / est semi-continue inferieurement 
(s.c.i.) sur G”. Puisque G est metrisable, il suffit de prouver que si la suite (v”) 
de Gn converge vers o, alors lim,,, inf [ A,, n E 1 > / A, n E I. Posons pour 
tout entier k et u E Gn: 
B,” = t E w; n-1 i f+(t) > a + i 
P=l 
11 est clair que A, = uk A uk. Soit 01 un reel > 0. Fixons k de sorte que 
1 A,* I 2 1 A, 1 - 0~. Soit V I’ensemble (compact) dont les ClCments sont les v, 
etleso,*(q>l,l <p<n).SoitM=Vw. 
Soit g une fonction continue sur G telle que JM 1 f(t) - g(t)1 dt < 5 oti 
.if = (r/8k2. 
Posons, pour u E Gn: 
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On a pour u E W = {v} U (29; q > l} 
On voit saris peine que (1/2R) 1 Auk\Ah / < 1 Buk\BL I. Pour u E W on a done 
1 A,“\A: 1 < 4k2[. Un calcul analogue montre que 1 AL\Au j < 4k2f. 
On a done, puisque I A,” I > j A, 1 - a: 
Prouvons que 1 Ai n E j < lim,,, inf I Ai, n E I. Puisque g est continue on a 
B: C U, flz>2, B:z . La definition de AL (l’inegalite est stricte) montre que AI, C 
UD nz,z, 4 * On a done A: n E C U, n,, (ALz n E), ce qui prouve notre 
assertion. On a done 
FE inf I A, n E ( > Iii% inf ( At n E I - 4P[ > j AL n E ( - 4k2[ 
>IA,nEj-88k2[-->/AA,nEj--2~. 
Puisque 01 est arbitraire nous avons montre que l’application u + j A, n E I 
est s.c.i. 
On montrerait par des procedes analogues que, dans les deux cas, l’application 
u -+ 1 B, 1 est aussi s.c.i. 
31me &tape. Soit L un compact de G” tel que I B, 1 > 0 pour u EL. 
Nous allons prouver l’assertion suivante: 
“Pour tout E > 0, il existe un ouvert G de G, tel que 1 Sz 1 < E et 
jB,ntQ( >OpourtEGetuEL”. 
w 
ler cas. Puisque G est denombrable a l’infini il suffit de prouver (6B) lorsque 
l’on impose de plus a t d’appartenir ?I un compact Q de G. (En effet, si G = 
Un G, , oh chaque G, est compact, et si Q, est un ouvert de G tel que [ fi, 1 < 
2-% et que / B, n ti&, I > 0 pour t E G, et u EL, alors $2 = Un s2, verifie (6A).) 
Soit (V,) une suite de voisinage de l’origine de G,, vCrifiant les conditions du 
lemme 6B. Prouvons que 
VT < 1, 3n, VU EL, 3t E Go; 1 A, n tV, 1 2 7~ I V, I. W) 
Si cette condition n’est pas verifite il existe 7 < 1 tel que pour chaque n E N 
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il existe u, EL vkrifiant / Aun n t V, / < 71 / V, 1 pour tout t E G, . Pour p < n 
et k E G, on a 
On a aussi 
On voit saris peine que limn+-m I V;’ / / V, 1-l = I. On a done: 
et la convergence est dominCe. Puisque / v, / = ) V, j, on a done 
lim sup ) kVp A A,* / < lim sup 
n+m n-tm s ) V,]-lJkV~nsV,-lJds~rlJV,~. =AUn 
Puisque L est compact, la suite (u,J posstde une valeur d’adhkrence U. Puisque 
l’application u + I kV, n A, I est s.c.i. on a I kVD n A, 1 < 7 1 V, 1 pour tout 
p et tout k. Mais ceci est absurde. d’aprks la condition 6 du lemme 6C, puisque 
/ A, j > I B, ) > 0. L’assertion (6C) est done Ctablie. 
ConsidCrons le compact R = rr(Q-16) 7;’ de G, et soit N l’entier qui lui 
est associk par la condition (c) du lemme 6B. 
Soit 7 < 1 tel que 7) + &V-l > 1 (oh T est la constante du lemme 6B(e). 
11 existe un ensemble fini I de cardinal < N / V,,, 1-l et une famille (tJisl de G, 
telle que R C uic, tiVn, (oh n est l’entier de la condition (6C)). Puisque G, 
n’est pas discret, il existe un ouvert WC V,,, qui est de mesure EN-I 1 V,,, ( 
(on peut bien sur supposer EN-~ < 1). Posons T = vi., tiW. On a ( T 1 < 
N I vn,, 1-l I w I < 6. 
Soit t E x(Q). Pour u EL, il existe k E G, tel que I A, n kV, ( > 71 1 V, I. 
On a alors k E r(w) Vil, done t-lk E R. 11 existe alors un i E I tel que t-lk E 
tivn,, * On a done ti W C tiV,,+l C t-lkVm (condition (d) du lemme 6B). 
11 en rkulte que 
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Orona 
Puisque I A, n KVn 1 2 17 / V, I, ceci montre que ( tT n A, I > 0. 
11 suffit done de prendre Sz = r-i(T) (car 1 tl2 n 23, j > 0 d&s que 1 ,(t)T n 
A, I > 0). 
La condition (6B) est done Ctablie dans le premier cas. 
2hze cas. Puisque l’application u + / B, 1 est s.c.i. on peut se limiter au cas 
ohpourungEGonaIB,ngHI >Opouru~L. 
Comme dans le ler cas, on se ramene a construire un ouvert 9’ de mesure < E 
telqueIB,nSZ’I >Opouru~Lett~fH(ouf~G). 
11 suffit de construire un ouvert Q C H tel que I 52 / < E et I g-iB, n tQ j > 0 
pour u EL et t E H. En effet, en posant Q’ = f -lg;R, on a pour h E H 
/B,nfW/ = IB,nfhf-1gi2/ = Ig-lB,nh’QI >O 
en posant h’ = g-lf hf -lg, qui appartient a H puisque H est distingue. 
Soient (H,) une suite de groupes finis et #Q,p+l des morphismes surjectifs de 
H,,, sur H, tels que H soit la limite projective des H, pour ces morphismes. 
Soit $I, l’homomorphisme canonique de H sur H, . 
Pour tout compact M de H, les ensembles #;‘(+,JM)) forment une base de 
voisinages de M. 
Si 7 est < 1, il existe done un q tel que I yG;‘(&(M))J < 7-l / M 1. 
11 existe done a E H, tel que 1 $;‘(a) n M / > 7 I #;‘(u)\. Le m&me raisonne- 
ment que dans le premier cas montre que 
b’q < 1, 3q, VUEL, ~czEH,; I vG’@) n g-l% I 2 7 I &‘(4. 
Choisissons 7 > 1 - E. Soit Sz un ouvert de G tel que pour tout a E G, on 
aiIQn$;l(a)/ =EI&l(u)l.OnaIQI=e.PourtEHetuEHQ,ona 
I tQ n YC(~)I = I Q n K-l&V) 4 = E I ~34. 
On a done 1 tsZ n g-lB, 1 > 0. Le preuve de (6C) est terminee. 
4&ze ktupe. Designons par (wr) une base d’ouverts de G. On peut supposcr 
chaque wr relativement compact. Posons Buz = co1 n C, . 
Puisque l’application u -+ I Buz I est s.c.i. et que G est metrisable, localement 
compact et denombrable a l’infini, l’ensemble des u tels que / Buz I soit > 0 est 
reunion denombrable d’une suite (LPz), de compacts. 
D’apres l’etape precedente, pour chaque entiers 1 et p existe un ouvert Q,,, 
de G, de mesure < 2-nvz et tel que I Buz n ti?,., I > 0 pour t E G et u EL,‘. 
Posons Q = uz,, Qz,, . On a done 1 Q [ < 4. 
Soient q un entier, t, ,..., t, des elements de G. 
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Prouvons, ce qui est le resultat cherche, que si 1 C, 1 est > 0 on a 1 ($=, t&2 n 
C, 1 > 0. Sinon soient t i,...,t,EGetuEGntelsqueIC,\ >OetI($Ezt,S2n 
C, 1 = 0. DCsignons par C le complementaire du plus grand ouvert de G qui 
rencontre C, en un ensemble de mesure nulle. 
C’est un ferme, qui est non vide puisque / C 1 3 j C, 1 > 0. On a C n 
(J&r t&2 = e, done C C (JL, t&P. D’aprb le theoreme de Baire, il existe 
1EN et 1 <i < q tels que w1 n C # @ et wr n C C tii2c c’est a dire que 
w1 n C n tif2 = 0, ‘oh encore que 
1 ml n C, n t,.Q 1 = / BU1 n t&2 1 == 0. 
Puisque w,nC# 0, on a jwlnCu( = IBUz/ >O. 11 existe done unp 
tel que u E LP1, et done ( B,’ n tJ2 / > I BUz n tiSZl,, 1 > 0 ce qui est absurde. 
La demonstration est terminee. 
Remarque. Une partie des id&es de la preuve precedente est empruntee a [lo] 
dont la proposition 4-6 est un cas particulier de notre lemme. 
THBO&ME 6D. Soit G un groupe localement compact (thntuellement compact) 
dhwmbrable h l’injini, non discret, et moyennable en tant que groupe discret. Alors 
pour toute moyenne m E&C? et toute suite (fn) EL”, il existe une moyenne p E +4f? 
et un ouvert 12 de G, tels que I Sz 1 < 4, p(xsa) = 1, et p(f,,) = m(f,J pour tout n. 
En particulier p $ A?. I1 en rbulte que .&I ne contient aucun G, non vide de A-. 
Dkmonstratiou. lkre e’tape. Prouvons que si 7 est un reel > 0, et si f E L*, 
il existe un ouvert Q de G tel que 1 52 1 < 4, et une moyenne p E d telle que 
14~2) = 1 et p(f) 2 a = N+(f ); v E JO - 7. 
Pour un entier n soit C, don& par (6A). On a 1 C, 1 > 0 pour tout u E Gn. 11 
existe done d’apres le lemme 6C un ouvert Q, de G tel que 1 Sz, I < 2-m-r et 
j C, n &, tiSZn I > 0 pour tout q-uple t, ,..., t, de G. Posons Q = &i a,,. 
On a / Q j < $. Pour tout entiers n et q, et tout n-uples ui ,..., u, et tout q-uple 
t 1 ,..., t, de G on a done 
> 0. (6D) 
DCsignons par S le spectre de l’algebre Lm(G). Soit 8 l’ouvert ferme de S 
canoniquement associe a l’ensemble mesurable E de G. 
Le compact K = ntsG $ est invariant par l’action naturelle de G sur S 
(que nous denoterons par *). Designons par g’ 1’ClCment de W(S) associe a une 
fonction g EL”. On vCrifie saris peine que (j,J(x) = fiu . x) pour u E G et x E S. 
La condition (6D) implique done que les hypotheses du lemme 6A sont verifiees. 
11 existe done une probabilite v sur K, invariante par l’action de G et telle que 
v(f) > a. La moyenne p donnee par&J) = r(g) est telle que &c,) = V(Q) = 1 
et convient done. 
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2&me e’tape. Dtsignons par JY le sow ensemble de k form6 des moyennes p 
telles qu’il existe un ouvert 9, avec 1 Q 1 < 4 et&J = 1. 
Si t E G et I = 1, on a 
1 b CL(Xantn) 2 4xa) - PL(Xtn”) = 1 
done &ontn) = 1. Si G n’est pas compact, on voit sans peine que si t “tend 
vers l’infini,” j Q n ts2 / tends vers 0. Si G est compact on voit sans peine que 
inf,,, 1 D n tQ 1 ,< jtsC I Q n tQ I dt = I Q I2 < 2. 
En it&ant ce procede, on voit dans tous les cas que si p E .N, et 6 est un reel > 0, 
il existe un ouvert Sz de G tel que &o) = 1 et j Q / < E. 
Soit h E R+ et pi , p2 E .N. 11 existe des ouverts Q1 et Q2 , de mesures < $ tels 
que pl(xn,) = FL~(XD,) = 1. On a done 
(4-9 + (1 - 4 PZ>(Xsa,“sa,) = 19 
oit I .R, u Q, I < $. Ceci prouve que &‘” est convexe. Le theoreme de Hahn 
Banach et la Ike &ape, montrent done que JJY C g. Si m E A’, il existe done 
une suite pla de N telle que pour k < n on ait 1 pJfk) - m(fk)j < n-l. 
Toute valeur d’adherence p de la suite CL,, verifie p(fk) = m(fJ pour tout R. 
I.1 reste B verifier que p E .N. Mais si Q, est un ouvert de G tel que 1 Q, ( < 
2?+l et pFL,(xan) = 1, et si l’on pose 52 = (Jn Sz, on a 1 52 / < & et I*. = 
lim &x0) = 1. 
Prouvons que N n .& = 0. Soit p E Jlr. Si G n’est pas compact et ( Q ] < W, 
pour g, E P(G) (P = P(G) est defini au paragraphe I), on voit sans peine que 
q~ c xJz tends vers 0 a I’infini, done que 
P(P) * x0> = 0 f; 1 = PL(Xd 
Si G est compact .&Y se reduit a la mesure de Haar, et l’on a p(xn) = 1 # I Q 1 
(en fait la condition p E J’” est beucoup plus forte que p q! J@. Voir [lo] a ce 
propos). 
La derniere assertion se prouve par la methode du lemme 3A. c.q.f.d. 
PROBLBMES. (1) Ce resultat peut-il s’etendre au cas oh G n’est pas denom- 
brable a l’infini ? 
(2) Est-il possible dans le resultat precedent de trouver p de sorte qu’il 
existe une fonction continue f sur G telle que p(f) # ~(p, c f) pour une q~ E P(G) ? 
Le resultat precedent affirme que .k’ est “petit” dans .&, mais il n’apprend 
rien sur sa “position”. Si G est compact, il est connu [IO, proposition 2-91 que 
la mesure de Haar est extremale dans 4. 
11 est done nature1 de se demander si tout point extremal de d est point 
extremal de A. 
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PROPOSITION 6E. Supposons G = [w. Aloes il existe despoints extrhnaux de &? 
qui ne sont pas extrhmaux dans .k. 
Defmonstration. Pour q E N posons 
Soit s une application de N sur N telle que l’imagine reciproque de tout point 
soit infinie. Posons 
A = u Ascn) n ]2”, 2n+1] 
IL 
et soitf = xa . 11 est clair que Sup,,dt m(f) = +. On a done 
SUP m(fa!f) < B 
meAY 
pour tout x E R. Posons 
(633 
K = (m E JZ; Vx E [w, m(fJ) = $1. 
C’est un convexe compact. Prouvons qu’il n’est pas vide. Soient x1 ,..., x, E IR 
et E > 0. 11 existe des entiers q > 0 et pi (i = I,..., n) tels que 1 qxi - pi 1 < E 
(Pour le voir, on remarque que dans W/F il y a une infinite d’image de points 
(xi)+ pour I E h, done que deux au moins de ces images sont pres). 11 existe 
une infinite d’entiers Y tels que s(r) = q et Suplgign 1 xi I< ~2~. On voit sans peine 
que 2? Ji:+‘jziJ > 4 - 2~, pour i = l,..., n. 11 existe done p E J! (une valeur 
d’adherence des moyennes (non invariantes) 2-rJt2r,2,+1)) telle que 1 p(f,,f) - 
4 1 < 2~ pour i = l,..., n, et on en deduit le resultat par un argument de limite 
vague maintes fois utilise. 
Pour m,, ma E K, on a d’aprb (6-D), +(m, + m,) E K * m, E K, m2 E K. 
11 en resulte que tout point de K extremal dans K est extremal dans A, done 
que K contient des points extremaux de A/. Mais K ne contient aucun point 
extremal de &?, puisque pour un tel point p on aurait Inf, p(fJ) < p(f)” 
d’aprb le theoreme 2-l de [4], et que pour p E K on a p(f) = ~(faf) = -& et 
p(fJ) = 4 pour x E R. c.q.f.d. 
Remarques. (1) Ce resultat peut s’etendre au cas d’un groupe localement 
compact denombrable a l’infini, moyennable en tant que groupe discret et 
admettant R pour quotient. 
(2) La demonstration precedente montre que la condition (iv) de la 
proposition 4A n’est pas vCrifiCe si f n’est pas uniformement continue. 
Conjecture. Si G = R aucun point extremal de & n’est topologiquement 
invariant. 
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Pour terminer nous allons montrer que les points extremaux de J? permettent 
de construire de facon naturelle des points extremaux de A. 
LEMME 6F. Soient G un groupe moyennable (non nkcessairement dknombrable 
a l’injni), m E .4? et f E L”. Alors pour v, 1F, E P on a 
P(9) *f) = cL(# *f). 
Dbmonstration. Pour g E gUd et [ E P on a ~(5 *g) = p(g) [S, Lemme 2.2.21. 
Puisque q~ *f et 4 x f appartiennent a %YUd , on a done 
I Pb *f) - 44 *f)l = I I45 * q *f) - & * * *f )I 
G II 5 * 9) - 5 * * 111 Ilf IL 
G (II 5 * P - 5 Ill + II 5 * # - 5 III> Ilf llm 
et la methode du lemme 2B montre que m&me si G n’est pas denombrable a 
I’infini, cette quantite peut &tre rendue arbitrairement petite. c.q.f.d. 
Pour TV E A definissons R(p) EL”’ par R(p)(f) = p(p) *f) oh 9 E P. Le 
lemme precedent montre que R(p) E J&. 11 est clair que R est afline continue, et 
est I’identid sur A. De plus p et R(p) coincident sur VUa . 
PROPOSITION 6G. Supposons que G soit moyennable en tant que groupe discret. 
Alors si /* est extrhmale dans &i?, R(p) est extrimale dans .k’. 
Dkmonstration. Si f E VUn on a fzf E FUd pour tout x. On a done R(p)(f) = 
p(f)etR(p)(fzf) = ~(fzf).Puisque~estextrCmaledansk?onaInf,,,~(f,f) < 
p(f)2 comme nous l’avons deja remarque et done la proposition 4A, iv et les 
tgalites preddentes prouvent que R(p) est extremale dans J%‘. c.q.fd.. 
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